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Resumo: No inicio do século XVI, alguns matemdticos, fizeram esforgos para en-
contrar uma férmula para a resolucao de equagoes polinomiais de grau 3. A ideia era
obter uma férmula que permitisse encontrar (pelo menos) uma raiz da equagdo mani-
pulando apenas os coeficientes da propria equagao. O objetivo deste texto é mostrar
como podemos determinar (pelo menos) uma raiz de uma equagao polinomial de
grau 3 usando expressoes trigonométricas.
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1 Introducao

Desde a descoberta da férmula que resolve a equacdo do 2° grau, os matemaéticos

comecgaram a pensar em formas de resolver as equacoes de grau 3
3 2 —
azx” +bx” +cx +d =0, (1)
com a, b, ¢ e d coeficientes reais (ou mesmo complexos) e a # 0.

No inicio do século XVI, matemadticos italianos, fizeram esforcos para encontrar uma
férmula para a resolugao de certas equactes do terceiro grau. Eles consideraram a equacao de
grau 3 sem o termo quadratico,

23+ pr+q=0, (2)

e encontraram uma raiz da forma

. 2 3 . 2 3
— ¢4 @ g9 JT P
:”_\/2+\/4+27+\/2 Viatar

que ficou conhecida como férmula de Cardano. O leitor interessado nos detalhes de como esta

férmula é obtida pode consultar Lima (2021).

Ludovico Ferrari, professor da Universidade de Bolonha e discipulo de Cardano, foi
quem desenvolveu um método que permite eliminar o termo quadratico da equacao original (1)
transformando-a em uma equagao sem o termo quadrético na forma (2). A técnica de Ferrari

consiste em aplicar a mudanca de varidveis x = y — 3% na equacgao (1), obtendo

b\? b\?2 b

5 b 23 be
ay+ C—g y—i— W_£+d =

e portanto
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o e 7. ~ . 2 3
Dividindo agora toda a equacao por a # 0, e designando p = ¢ — ;7 eq= 227bag - 3}% + %,

recaimos em uma equacgao de grau 3 sem o termo quadratico, na forma de (2) (na varidvel y). A

equagao (2) é conhecida como equacao reduzida da equagao (1). Assim, se r é raiz da equagao

(2), entdo z =r — 3% é raiz de (1), desde que a, b, ¢, d, p e g satisfacam as rela¢oes dadas.

Quando estudamos trigonometria, tanto a circular quanto a hiperbdlica, nos deparamos
com algumas expressoes trigonométricas que envolvem poténcias de grau 3 das fungoes trigo-

nomeétricas sem a presenca de termos quadraticos. Sao as igualdades

3
4
)
6

4cos®u — 3cosu — cos(3u) = (3)
4sen®u — 3senu + sen(3u) = (4)
4 cosh® u — 3 coshu — cosh(3u) = (5)
( (6)

4senh®u + 3senhu — senh(3u) =

validas para qualquer u € R. Estas identidades sao facilmente obtidas a partir das chamadas

férmulas do arco triplo

cos(3u) = 4 cos® u — 3 cosu,
sen(3u) = —4sen’u + 3senu,
cosh(3u) = 4 cosh® u — 3 cosh u,

senh(3u) = 4senh®u 4 3senh w.

Para o leitor que deseja mais informacoes sobre trigonometria, em especial a trigonome-

tria hiperbdlica, recomendamos Guzzo (2021).

O objetivo deste trabalho é partir da equaca@o (2), e obter (pelo menos) uma raiz desta
equagao, usando as expressoes trigonométricas apresentadas. Com pelo menos uma raiz encon-
trada, podemos reduzir o grau do polinémio e usar a formula de Bhéaskara para determinar as

outras duas raizes. Em resumo, o que pretendemos é obter (pelo menos) uma raiz da equagao
3 +pr+q=0.

com p,q € R—{0}. Estamos considerando p # 0 e g # 0 pois caso p = 0 ou ¢ = 0, a obtengao de
uma raiz da equacdo nio exigird técnicas elaboradas. Se p = 0, a equacdo se reduz a 23 +¢ =0

e x = /—q é uma raiz. Se ¢ = 0 entdo a equacio se reduz a x> + pr = 0 e x = 0 é uma raiz.

2 Discriminante de uma equacao de grau 3

E conhecido que para uma equacao de grau 2 na forma ax? 4 bx 4+ ¢ = 0 o discriminante
A = b? — 4ac pode ser utilizado para decidir o comportamento das duas raizes antes mesmo
de determinar estas raizes. A analise da nulidade ou do sinal de A nos indica a natureza das
raizes. O objetivo desta secao é mostrar como esta ideia pode ser levada também para equagoes

polinomiais de grau 3 que sao o alvo do nosso estudo.
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Consideremos uma equagao polinomial geral de grau 3 na forma (1), isto é,
3 2 _
azr” +bx* +cx+d=0,

em que a,b,c,d € R e a # 0. De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, sabemos
que esta equacao possui trés raizes, reais ou complexas, distintas ou nao. Designemos estas
raizes por r1, r9 € r3. Podemos fazer uma andlise do comportamento destas raizes analisando a

expressao
A= (r1 —r9)?(r1 —73)%(r2 — r3)%, (7)
que é conhecida como discriminante da equagao cubica (1).

Observe que, de forma imediata, duas destas raizes coincidem se e somente se A = 0.

Vamos verificar que uma destas raizes ¢ um nimero complexo (nao real), se e somente
se, A < 0. Suponha entao que uma destas raizes é complexa nao real. Como é de conhecimento
da teoria geral das equacbes polinomiais com coeficientes reais, obrigatoriamente o complexo
conjugado desta raiz é uma outra raiz da equacgao. Por este motivo, apenas duas destas raizes
podem ser complexas nao reais. Vamos supor entao, sem perda de generalidade, que r1 € R e
rs =72 ¢ R. Entao

= (r1 — )2(7“1 —r3)*(ry — r3)?

=(r —

[y
\_/
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= ((r1 — 7“2)(7“1 —73))* (r —72)°
= (r% 71Ty — r1iry + 7’21“2)) (2Im(ra)i )2
— (r} — ri(ra +72) + [ro]?)? (2Im(ry)i)?
— (r} — r12Re(ra) + |raf?)? (2Im(ry)i)?
= (r% r12Re(r9) + (Re(rg)) + (Im(rg))2)2 (2]m(T2)i)2
= ((r1 = Re(r2))? + (Im(r2))%)” (2Im(r2)i)?,

sendo que Re(r2) e Im(rg) referem-se respectivamente as partes real e imaginaria do ntimero

complexo ro.

Basta ver agora que I'm(ry) # 0 pois o é um nimero complexo nao real e desta forma
(r1 — Re(r2))? + Im(r2)? > 0 e (2Im(r2)i)? < 0 j& que i> = —1. Segue que se alguma das
raizes da equagao (1) for complexa, entdo A < 0. Claramente o reciproco é verdadeiro, isto é, se
A < 0 entao obrigatoriamente algum dos fatores do produto é negativo. Mas como estes fatores
sao quadrados, obrigatoriamente um deles é um nimero complexo (mais ainda, um imaginario
puro).

Por exclusao com os casos A =0 e A < 0 temos entao que as raizes da equagao (1) sao

reais e distintas se e somente se A > 0.

Esta andlise do discriminante da equacao é importante, mas o leitor deve ter percebido
que esta forma de apresentacdo do discriminante torna-o sem muita utilidade. Isto porque

para obter este discriminante precisamos conhecer explicitamente as trés raizes da equagao e
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desta forma a andlise do discriminante ja seria desnecessaria. Podemos reescrever a expressao
do discriminante em termos dos coeficientes a, b, ¢ e d da equagao. Isto permitiria conhecer
o comportamento das raizes antes de determina-las. Para esta tarefa usamos as Relagoes de
Girard, que estabelecem uma relacao entre os coeficientes a, b, ¢ e d e as raizes r1, 72, € 73 da

equacao. Para a equagao de grau 3 tais relagoes sao dadas por

b
T1+T‘2+T3:—a

C

119 + 1113 + 1ror3y = E
d
rirory = ——.
a

Desta forma, temos que

A= ((r1 = ra)(r1 — r3)(ra — r3))?
= (r%m — 7“17“% + 7“%7“3 — 7"%7“3 + 7“17% — 7“27“%)2
= (riry +riry + ryri + rird + riry +13r3) — 6(rirors)’
+ 2(ririrs + 7“%?”2?"% + rirars + rlr‘;r% + rlrgrg’ + r%rgrg)

— 2(7“‘111"27"3 + r1r§r3 + r1r2r§) — 2(1":1)’7“%’ + rifrg + r%rg’). (8)

Mas notemos que

(r1 4+ 1o +13)(rirg + rirs + 1213)

2 2, .2 2, .2 2
= (rirg +riry + rirs + rirs + ryrs + rarg) + 3(rirers)

donde podemos escrever

d bc 3ad-—bc
(riry + 7173 + rir3 + r1rE 4 3y 4 rord) = 35 = (9)

Elevando ao quadrado os dois membros da identidade (9) podemos também obter

3ad — be
a

2
2 2, 2 2, 2 212
5 ) = (rirg + miry + rirs + rirs + ryrs + rarg)
42, 24, 42, A2, 24, 24 2
= (riry +rirg +rory + 103 + rirs +1375) + 6(r17rers)
2 2 2 2, 2 2
+ 2(7“?7"27“3 + 7“%7“27“3 + 7"17“;’7"3 + 7“17"5’7“3 + 7“17"27“% + 7“17“27"§’)

4 4 4
+ 2(rirers 4+ rirgrs + rirars) + 2(7“%7“% + r:frg + r%r%).

Desta ultima igualdade obtemos portanto

a2

2
) - 6(7‘11"27"3)2 - 2(7’%7"27“3 + T1r§r3 + 7‘1T2T§) — 2(7"?7‘52)’ + r:l)’rg’ + rg’rg’). (10)
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Substituindo (10) em (8) obtemos

3ad — be 2
A= <a2 > — 12(r17mor3)? — A(rirars + riryrs + 7”17’27"%) —A(rdrs + r:l)’rg + rgrg). (11)

Para a pentltima parcela da igualdade (11) usamos

2 2, 2 2, 2 2
(r1+ 72 +73)% = (3 + 18 +r3) + 3(riry + 1173 + rirs + rirh + rirg 4+ rord) + 6r1rors,
para escrever
(rilrgrg + T1T§T3 + T1T2r§)
= rirors(r + 15 +73)
2 2, 2 2 2
= 717973 ((rl + 79 + 7’3)3 —3(rirg +riry +rirs + rlrg + 7513 4+ 1rory) — 6r1r2r3)

e usando (9) conseguimos

d

_ﬁ B 33ad — be d) B b3d + 3a2d? — 3abed
- = » )

Ja para a ultima parcela da igualdade (11) podemos escrever

2.2 2
(rirg +rirs + 7"27“3)3 = rifrg’ + r%rg’ + r%r% + 6riryrs
2 2 2 2 2, 2
+3(rirdrs +rirgry + rirsrd + rirdes £ frerd 4+ rirerd)
2
= (r{r3 4+ rirs + rir3) + 6(rirars)
+ 3(1"17"27“3)(7'17"% +riry + 7“%7“3 + 7”27“§ +rrs + 7"17“§),
e usando (9) obtemos
2
(r3r3 +rirs +r3r3) = (riro + rirg + rors)® — 6(ri7rors)

2 2 2 2 2, 2
— 3(r1r§’r3 + r?rgrg + 7“17“%7"3 + r1r2r§ + 7"?7“27“3 + rlrgrg’)

673_6dj+37d3ad—bc e + 3ad? — 3bed

a3 a?  a a? - a’ (13)
Finalmente juntando as estimativas (12) e (13) em (11) obtemos
A <3ad - bc>2 B 1212 B 4b3d+ 3a%i2 — 3abed 4@3 + 3adz — 3bed
a a a a
_ 9a%d?* — 6adbc + bc*  12d*  12abed — 4b3d — 12a*d*  12bed — 4c® — 12ad?
- at a2 at + al
_ 9a2d? — 6adbe + b2c2 — 12d2a? + 12abed — 4b3d — 12a2d? + 12abed — 4ac® — 12a2d?
- 4
a
B b2c? — dac® — 4b3d — 27a2d? + 18abed
— i .
a

Ja que a analise de sinal, bem como a nulidade de A, fica a cargo do numerador da

fracao, é comum apresentar o discriminante ja na forma que interessa

A = b>c? — 4ac® — 4b3d — 27a*d? + 18abed.
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Lembremos que o objetivo deste trabalho é obter (pelo menos) uma raiz da equagao do

terceiro grau reduzida na forma 23 +px+¢ = 0, com p # 0 e ¢ # 0. Desta forma o discriminante

desta equacdo é A = —4p3 — 27¢%, e conforme os resultados desta secdo, temos os seguintes
Casos:

i) A = —4p® —27¢> > 0, se e somente se, as trés raizes da equacio sdo reais e distintas;

ii) A = —4p3 — 27¢> = 0, se e somente se, a equacdo possui raizes repetidas. Neste caso,

obrigatoriamente as raizes sao reais, sendo pelo menos uma delas com multiplicidade;

i) A = —4p3 — 27¢°> < 0, se e somente se, a equacdo possui uma raiz real e duas raizes

complexas conjugadas.

3 Raizes trigonométricas

Estamos agora prontos para o objetivo principal deste trabalho, a obtencao de solugoes
da equagao polinomial de grau 3, usando expressoes trigonométricas. Dividiremos o estudo nos
casos A >0, A=0e A <0.

Primeiro caso: (Trés raizes reais e distintas) Vamos agora encontrar uma solugao (raiz)
da equacdo 23 + pr +q =0, com p # 0 e g # 0, para o caso A = —4p3 — 27¢*> > 0. Neste caso,
como visto anteriormente, sabemos que a equacao ctbica possuira 3 raizes reais e distintas. Mas

notemos ainda que A = —4p? — 27¢* > 0 exigird —4p> > 27¢* e portanto p < 0.

Supondo entdo A = —4p3 —27¢%> > 0 (consequentemente p < 0) e g # 0, comegamos

fazendo a substituicdo x = 24/ cosu na equagao (2), e com isso obtemos

—8p |— [ —
p —cos u+2p —cosu+q—0
e reorganizando os termos

-2 3 3
Tp 3p <4cos3u—3cosu—2; _p)zO.

Como p # 0 entao resta que

3q |3
u—3co8U — —4/— =
PV —Dp

4 cos®

e comparando esta equagao com (3), vemos que esta equagao torna-se verdadeira para todos os

valores de u que satisfazem cos(3u) = %1 / %p.

Observe que como —4p> — 27q2 > 0, entdo 27¢%> < —4p3, donde 9¢% < 4p2%p, e também
3lg| < 2|p|y/ 52 Isto garante que —, /_ip‘ < 1 e nos possibilita determinar o valor procurado

para u.
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Nestes termos, queremos encontrar u de forma que cos(3u) = g—g, /_ip, e entao, temos

3u=cos~! (3(]1 / 3) + 2k, para k€ Z,
2pV —p
1 3qg |3 2k
u=-cos [, /2 + —W, para k€ Z.
3 20\ —p 3

Voltando com este v em x = 2,/ %p cos u, obtemos

— 1 2
T =24/ P cos = cos? Sq /3 + 2hm , para k € Z.
3 3 20\ —p 3

Notemos ainda que nao ha a necessidade de que k assuma todos os valores inteiros. Basta

que

ou ainda

tomar k € {0,1,2} pois todos os demais valores de k inteiros ocasionarao a repeticao do valor

obtido com algum destes 3 valores de k. Segue que

— 1 3 3 2k
T =24/ ?p cos (3 cos™ ! (22 —p) + 37r> ) para k€ {0,1,2}, (14)

sdo as 3 raizes (reais e distintas) procuradas da equacdo 22 + pr + ¢ = 0, quando A = —4p3 —
27¢* > 0.

O leitor atento dird que para este mesmo caso, também poderiamos considerar no inicio

do processo a substituicao x = 24/ %p senu. De fato, esta substituigao traria

—9p [—
Tp 3p<4sengu—38enu—;§ _3p>—0

3 3
4sen3u—3senu——q — =
2pV —p

e consequentemente

Comparando agora esta equagao com (4), ela torna-se verdadeira para todo u € R que

satisfaz sen(3u) = —;’—Z _ip. Novamente precisamos da condigao g’—g _ip < 1 e como visto
anteriormente, isto fica garantido da condicdo —4p® — 27¢® > 0. Assim queremos determinar u
de forma que sen(3u) = —;’—g, /_ip, o que nos trard de forma equivalente ao anterior
| 3¢ /3 2km
u = — sen ——\— |+ — ara k€ Z.
3 ( 2p —p> 3 P
e
—p 1 1 3g |3 2kmw
x =24/—sen | - sen ——/— | +— ara k€{0,1,2}. 15
Jsen (et (<502 )+ 5T). b kefonzn )
Nao é dificil provar que os valores de = obtidos pelas expressoes (14) e (15) coincidem, em
virtude das identidades trigonométricas cos(Z — u) = senu, sen™'(—u) = —sen"tu e cos ™' u =
5= sen~!u, validas para todo u € R. Assim,

cos lcos_1 g, /3 —i—yﬂ = co8 lz—lsen_1 g, /3 —i—%i
3 20\ —p 3 ) 32 3 2\ —p 3
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1w 1(3q |3 2km
=cos| —-—- + -sen —/— —_
32 3 2p\ —p 3
T 47 n 1 _1(3q |3 2k
=cos| - — 5=+ sen —\/— | =
2 32 3 2p\V —p 3
™ ™ 1 /(3¢ /3 2k
=cos| - — -5 + 5sen —— | = —
2 3 3 20\ —p 3
1 3 3 2(k+1
= cos (;T + 3 sen” ! <21(i —p) — ( —; )W>
™ 1 _,( 3¢ |3 2(k+ 1)
=cos | = — s sen —/— ] =
2 3 2p\V —p 3
2

Mas lembremos que k € {0, 1,2} e portanto (k+1) € {1,2,3} e como o caso (k+1) =3
coincide com o caso k + 1 = 0 podemos claramente reorganizar (k + 1) € {0,1,2} e nao faz

diferenca escrever k + 1 ou k.

Portanto as raizes de x2 + px 4+ g = 0, quando —4p> — 27¢%> > 0, sdo

— 1 3 3 2k
T =24/ ?p cos <3 cos™! (212 —p) + 37T> ; para k€ {0,1,2}
— 1 3 3 2k
= \/?psen <3 sen”! (—2; —p> + 37T> , para k€ {0,1,2}.

Segundo caso: (Trés raizes reais com multiplicidade) Nao trataremos extensivamente
este caso, pois o caso anterior pode ser adaptado para contemplar também o caso em que a

equacao (2) admite raizes reais com multiplicidade.

Olharemos rapidamente para o caso anterior considerando que A = —4p3 —27¢°> =0, e

portanto —4p? = 27¢°.

Se p = ¢ = 0, entdo nao hé o que analisar pois neste caso a equacao reduzida 23 +pzr+q =

0 fica 23 = 0 e a raiz r = 0 é a tnica raiz com multiplicidade 3.

Vamos entdo supor p e ¢ nao nulos satisfazendo —4p® —27¢? = 0 e portanto —4p® = 274>

o que obriga também p < 0. Neste caso temos que Z‘fg =1, e portanto ‘;’—Z, /_ip’ =1
A substituigao x = 24/ %p cosu ainda pode ser feita na equacdo (2), e nos conduz a

. 3 3
dcosdu — 3cosu — L[ =
pyv —p
e da comparagao com a identidade (3), obtemos cos(3u) = %1 /_ip =+1.

Levando em conta que p < 0, se ¢ < 0, entao teremos cos(3u) = 1 portanto 3u = 0+ 2k
com k € Z. Por outro lado, se ¢ > 0 entao teremos cos(3u) = —1 e 3u = 7 + 2kw com k € Z.

Lembremos que basta considerar em ambos os casos k € {0, 1,2}.
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Sendo assim, as raizes da equagao reduzida serao dadas por

— 2k
:U—2\/3pcos<90+37r), para k€ {0,1,2}

sendo que fp = 0 quando ¢ < 0 e y = § quando g > 0. Podemos observar que quando ¢ < 0
(ou quando 6y = 0) duas raizes coincidirdo para k = 1 e k = 2 j& que cos(%F) = cos(4F).
Também quando ¢ > 0 (ou quando 6y = %) duas raizes coincidirao para k =0 e k = 2, jd que,
cos(§) = cos(5§r)

De forma andloga, a substituicdo x = 24/ %p senu traz

3 3
4sen3u—38enu——q — =0,
2pV —p
e pela comparagao com a identidade (4), obtemos sen(3u) , /3 =41,

O sinal de g novamente nos dird o caminho a tomar. Se g < 0, entdo teremos sen(3u) =
—1 e assim 3u = 37” +2k7 para k € Z. Se ¢ > 0, entdo teremos sen(3u) = 1 e assim 3u = 5 +2k7

para k € Z.

Sabemos que basta considerar k € {0,1,2} e desta forma, as raizes da equagao reduzida

podem também ser dadas por

— 2k
33:2\/?psen (60—1—37r>, para k€ {0,1,2},

sendo que p = 5 se ¢ <0 e Oy = § se ¢ > 0. Naturalmente quando g < 0, duas rafzes coindirao

quando k=1¢e k = 2 ja que sen(ﬁ) = sen( lé”) Também quando ¢ > 0 duas raizes coincidirao

6
quando k =0 e k =1 j& que sen(%) = sen(2F).

Terceiro caso: (Uma tunica raiz real) Para este caso queremos obter (pelo menos) uma

solucdo da equacdo (2), com p # 0 e ¢ # 0, considerando —4p® — 27¢> < 0.

Neste caso teremos entdo que —4p® < 27¢%. Note que se p > 0 entdo esta condicio
sempre serd cumprida, Mas podemos ainda ter valores de p < 0 satisfazendo —4p? < 27¢>. Por
isso, vamos separar os casos em que p > 0 e p < 0. Como ¢ estd elevado ao quadrado, nao

conseguimos estimar se ¢ > 0 ou se ¢ < 0, e por isso, vamos utilizar |g| nos célculos.

Vamos considerar primeiro o caso um pouco mais restritivo, isto é, o caso em que A =

—4p® — 27¢%> < 0 com p < 0 e ¢ # 0. Fazemos a substituicdo z = —Qﬁ\ / =¥ coshu, e obtemos

8
q——pi —pcosh3u—2p —pcoshu—kq—()

lq1? 3 q| lq

2
Agora como IZT = 1 qualquer que seja o valor de ¢ # 0, entao reorganizando os termos

obtemos
2p q

<4cosh3u—3coshu+ ]q\ )zO.
3 |ql

2p V —p
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Novamente, como p # 0 entao

élcosh?’u—?)coshzm—M i:0
2p \ —p

e comparando esta equagao agora com a identidade (5), vemos que ela torna-se verdadeira se

— _3ld /3
cosh(3u) = =5/ =5
Notemos agora que como estamos considerando agora o caso —4p? — 27¢% < 0, isto é

2
3123 > 1. Segue que —M, /_ip > 1 e portanto é possivel

—4p3 < 27¢%, e como com p < 0, entdo %

determinar o valor procurado de wu.

Nestes termos temos que

3u = cosh™! <_3|q| 3)
2p \ —p)’

1
u = 3 cosh™ <—32|Z —3p> .

Voltando com este u em x = 24/ = coshu, obtemos

[— 1
=2 ?pcosh <3 cosh™ (—32’;‘ —3p>> ,

sendo esta a tnica raiz real da equacao (2) quando —4p® — 27¢? < 0 com p < 0.

ou ainda

Resta agora considerar a equacdo z° + pz + ¢ = 0 com A = —4p? — 27¢%> < 0 para o
caso p > 0. Na verdade, basta considerar que p > 0 e a desigualdade —4p® < 27¢> ocorrera
obrigatoriamente, garantindo que A = —4p3 — 27¢%> < 0. Isto ainda significa que a equacio

cubica possui apenas uma raiz real.

Considerando entdo a equacdo ctibica 23 +pr +¢ = 0 com p > 0 e ¢ # 0, usamos a

substituicao x = —2\/§ senh u, e obtemos a equacao

8
_gp gsenhgu - 2p\/ésenhu+ qg=0,

que apds reorganizacao dos termos nos conduz a

2
P 4senh3u—|—336nhu—3q\/§ =0.
3 V3 20\ p

Novamente, como p # 0 entéo

4senh®u + 3senhu — 3q\/§: 0
2p\V p

e comparando com a identidade (6), queremos encontrar v de forma que senh(3u) = g’—g\/% .

Levando em conta a bijetividade da funcao seno hiperbdlico de R em R, temos que

3u = senh™! <3q\/§> ,
2p\V p



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V.2 (2022) - pp. 9-19 19

donde
1
u = - senh™! 3q\/§ .
3 2p\V p

Voltando para a variavel original z, levamos este u em x = 2\/§ senh u, e obtemos

1
T = —2\/§senh (3 senh ™! (;}Zﬁ)) ,

sendo esta a tnica raiz real da equacao (2) quando —4p3 — 27¢? < 0 com p > 0.

4 Conclusoes

Obtivemos neste trabalho solug¢oes de equacoes polinomiais de grau 3, usando expressoes
trigonométricas. O objetivo dos autores nao é o de tomar para si o crédito destas expressoes que
ja estao divulgadas em textos matematicos. O objetivo dos autores é o de dar uma demonstracao

para estas expressoes.

E também conhecido que existe um desinteresse cada vez maior pela trigonometria e
pelas fungoes trigonométricas por parte dos alunos de ensino médio e superior. Acreditamos que
quanto mais pudermos falar a respeito das fungoes trigonométricas e mostrar suas relacées com
outros ramos da matemadtica, podemos despertar a curiosidade ou o interesse do aluno por esta

classe de funcoes.
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